Rozdziat 5

Petla o nieokreslonej iloSci
przebiegow

. {chap:while}
5.1 Payczka

Poprzednio (str. 48) przeprowadzaly symulacje, jak bedzie przebiegata sptata
pozyczki, obliczalsmy ile nam zostanie do sptacenia po @gkoaym czasie. Jednak
ta symulacja nie byta odpowiedzia na pytanie, ktore jefbardziej interesujace
przy sptacie pmyczek. Zazwyczaj najbardziej nas interesuje, kiedy ickoja
sptacimy.

Czesciowo odpowiedz jest w poprzednim zadaniwsliJemiemy obliczy ile
bedziemy mieli diugu pa latach, umiemy te obliczy¢ ile bedziemy mieli dlugu
pon+ 1 latach (a dtug musi mate inaczej nigdy go nie sptacimy) to wystarczy
znaleZ taka ilat lat & diug stanie sie zerowy. Wtedy bedzie to oznaczadonic
juz nie jestémy winni bankowi czyli cata poyczka zostata sptacona.

Nalezatoby to sformutow@ nastepujaco: ,powtarzaj obliczanie zax#nia w
kolejnych latach adtug stanie sie zerowy”.

Jednak do tej pory nie mamy narzedzi programistycznych,takie zadanie
rozwiaz&. Wiemy jak powtarza ccs zadana z gory ik razy, ale w tym zadaniu
to wiasnie to ile razy trzeba powtérzy(ile lat bedziemy sptacali @myczke) jest
treScia zadania.

Potrzebny jest nowy rodzaj petli: ,powtarzaj tak dtuge,cas sig stanie”. Jest
to petla onieokreslonej ilosci przebiegow

Formalny zapis takiej petli jest nastepujacy:

while warunek

end%while

Jest on bardzo podobny do zapisu instrukcji warunkowej.(gkb 3.2), mana by
wrecz powiedzié, ze jest tudzaco podobny. Jednak sens tego zapisu jesiniipet
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inny. O ile w przypadku warunkii linie wewnatrz warunku bedez wykonane
jesli warunek jest spetniony, o tyle w przypadku petlile linie wewnatrz petli
beda powtarzanéak dtugo, jak dtugo warunek jest spetnionyslievarunek nie
jest spetniony na poczatku, to w obu przypadkach linie &tama pominiete przy
wykonaniu i wykonane zostana nastepne (o ile takie sglnak j&li warunek przy
petli while , poczatkowo spetniony, nie stanie sie falszywy w rezugtgpowtarza-
nia, to petla bedzie wykonywata sig w nieskaondgzc?! .

Warunek przy petlivhile jest identycznie formutowany jak przy instrukcji
warunkowejif .

Nasz program do obliczania jak dlugo bedziemy spagazyczke, mogtby
wyglada nastepujaco:

k=1000; % kwota payczki
p=8; % stopa procentowa
r=200; % rata roczna
while k>0

k=k*(1+p/100)-r;
end%while

Na poczatek nafy skomentowa dlaczego w programie jest warungt, a
nie jak nalgatoby sie spodzieviek™=0 . To jest efekt pewnej rozteecsci miedzy
rzeczywist@&cia a naszym modelem.8)e przyktadowo, ptacimy rate roczna w
wysokdsci 200 zt a w ostatnim roku zostato nam 60 zt zaehia, to nie wptacamy
catej raty 200 zt, tylko jej cZ&E czyli 140 zt i nasz stan zadtenia wynosi zero.
W naszym modelu, aby niepotrzebnie nie komplikovabliczeh zakladamyze
zawsze sptacamy petna rate czyli 200 zt. Tak wiec w tym eho@o ostatnim roku
nasze (modelowe) zadtanie wyniostoby -140 zt. Czyli kiedy zadtanie osiagnie
zero lub stanie sie ujemne to giazyliSmy sptaca pazyczke.

Program zadziata poprawnie, ale znowu nic z niego nie wyrBkakuje nam
najistotniejszej informaciji: jak dtugo bedzie trwato aghnie payczki.

W poprzednich przyktadach liczbe lat pokazywat nam likzmetli. Instrukcja
petli o nieokr&lonej liczbie przebiegéw nie posiada licznika petlisldgest nam
potrzebny to musimy sami go stwokzyCzyli przed petla zainicjovtana wart&t
poczatkowa i wewnatrz petli zmieriiadtosownie do naszych potrzeb. Tegosnia
elementu potrzebujemy, aby program do symulacji sptaypzki stat sie aytecz-

ny.

k=1000; % kwota pa@yczki
p=8; % stopa procentowa
r=200; % rata roczna
t=0; % licznik ptli - liczba lat
while k>0

k=k*(1+p/100)-r;

t=t+1; % powekszamy licznik

Trzeba wtedy przerwadziatanie programu. W wieks&oi systeméw mina to uzyska przez
jednoczesne przysniecie klawiszyCtrl i C.
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8 end%while
9 disp(t);

Teraz w zmiennej przechowujemy liczbe lat. Na kau wypisujemy ta war-
toSC.

Przy okazji, warto pokaza jak zrealizowa petle o okrélonej ilcsci przebie-
gow przy pomocy instrukcjvhile . Odpowiedni szkic takiej konstrukcji wygladat-
by nastepujaco:

1 i=1;

2 while <10

3 % instrukcje do zrealizowania
4 i=i+l; % powekszamy licznik @tli

5 end%while

Przewaga petli z instrukcjipr polega przede wszystkim na ja&oo zapisu.
Widzac stowo kluczowsdor , nie ma watpliwgci, jaka to jest petla i widatez
wyraznie ile razy sie wykona. W przypadku jej realizaajzgz instrukcjewhile
trzeba szuk@ gdzie (i w jaki sposéb) jest zmieniany licznik. Do tego dodzi
ryzyko, ze w ferworze programowania zapomnimy w ogdéle o zmianiaiicz

Tak wiec petla o okr&onej ilcsci przebiegow nie jest niezbedna. Jednak bardzo
czesto potrzebujemy realizow/agetle o z gory zadanej i przebiegéw, wiec taka
petla jest obecna w wigkszoi jezykow.

Zabezpieczenia. Na koniec warto zwr6¢€ijeszcze uwage na kwestie nieuchron-
nie zwiazana z petla o nieolglene;j ilasci przebiegéw, mianowicie na fakte jesli

nie mamy gwarancjize warunek zakiiczenia petli bedzie kiedyspetiony to taka
petla bedzie dziatata w nieskozon&t. Powody, dla ktérych warunek zahkezenia
maogtby nie zostanigdy spetniony sa dwojakie. Nte to by zwykta pomytka, wy-
starczy np. wpisa"+" zamiast "-" w wyraeniu, w naszym przyktadzie dodafva
rate zamiast ja odejmoww&=k*(1+p/100)+r; a wtedyk bedzie rosnace i nigdy
nie bedzie spetniony warundk=0.

Druga przyczyna takiego zachowania mog& biane zadania, nie gwarantu-
jace zbigndsci. J&li tym zadaniu nie dobierzemy odpowiednio raty do kwoty i
odsetek, to mpemy nie sptad nigdy payczki. Mazna to pokaz@ nastepujaco:
jesli dopisywane odsethi - 155 sa rowne racie, to diug jest staly i nie rénie, ani
nie maleje (ale my ciagle sptacamy!) Slleata jest wieksza midopisywane odset-
ki to diug, szybciej lub wolniej, maleje do zétal&li natomiast rata jest mniejsza
od odsetek, to dtug, znowu szybciej lub wolniejsmnge. Tak wiec w tym przypadku
warunkiem zbiendsci jestr < k- 1f5.

W ogolndci nie zawsze tatwo jest znafesvarunek zbiendsci, a czesto nie
mozna go w ogole znal€éz Istnieje d&t prosta technika, ktéra pozwala unikna

2Widat to wyraznie w przypadku karty kredytowej, gdzie zazwydzank domaga sie sptaty
tzw. kwoty minimalnej, tak dobranej aby pokrywata odsetiprzeciwnym razie zadfenie nara-
statoby lawinowo.
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nieskaczonej petli. Wstawia sie ograniczenie na liczbe piegdw petli. Czyli
zada sig, aby licznik petli nie przekroczyt pewnej wadio Wart&t ograniczenia
licznika nie wynika z samego problemu, a raczej ze znagmnkontekstu zadania.

W przypadku payczki, gdzie licznikiem petli jest warég t czyli liczba lat
przez ktére sptacamy pgczke, sensowna wagoia graniczna nee byt np. 100.
Jesli w ciagu 100 lat (wystarczytoby 50 ale zadziata 290) nie sptacimy poycz-
ki, to oznacza toze w praktyce nie sptacimy jej nigdy.

W takim przypadku nasz program wygladatby nastepujaco:

k=1000; % kwota payczki
p=8; % stopa procentowa
r=200; % rata roczna
t=0; % licznik petli - liczba lat
while (k > 0) & ( t < 100)
k=k*(1+p/100)-r;
t=t+1; % powekszamy licznik
end%while
disp(t);

Oba warunki logiczne potaczone sa operatoiiemdyz wystarczy aby jeden
nie byt spetniony.

Na poczatku oba warunki sa spetnione, zréwno kwota zadliak jest wigk-
sza od zera jak i liczba lat jest mniejsza od 100. Albo sptacimy p@zke w
rozsadnym czasie czyi <= 0 albo, po 100 latactk > 0 alet >= 100 .

5.2 Suma liczb z klawiatury

Rozwamy nastepujace zadanie: mamy dana dituga kolumnig lita ktérych ma-
my obliczy¢ wartt Srednia. Wartst Srednia ciagu liczla, ... a,, wyraza sie wzo-
rem:

Chcemy napisaprogram, ktéry utatwi nam to zadanie, gdgedziemy jedy-
nie wpisywa kolejne liczby, a program wykona za nasudne rachunki. Pewnym
klopotem technicznym, przynajmniej w takim wariancie gioiowania, jest pro-
blem z okr&leniem, kiedy kacza sie dane czyli brak naturalnego znacznikiacko
danych (skad program ma wiedzjeze juiz wpisalsmy wszystkie liczby?). Aby
nie komplikowa& zadania musimy sie dodatkowo uméwie po ostatniej liczbie
bedzie wartéc 0 jakon + 1 wartdst, ktéra sygnalizuje koniec danych. Tym samym
zaktadamyze w danych nie mze byt wartdsci 0.

Zadanie wyglada & prosto ale mamy dwa ktopoty. Jeden, prosty, to czytanie
z klawiatury a drugi, raczej skomplikowany, to organizgajagramu.
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Wprowadzanie liczb. Do czytania z klawiaturyoCTAVE udostepnia polecenie
input . Uzywa sie go w nastepujacy sposob:

x=input("Podaj warto 5C x=");

po napotkaniu takiego poleceniec TAVE wypisuje na ekranie komunika®odaj
warto ¢ x=" iczeka, & wpiszemy wartst i nackniemy klawisz Enter. Wtedy ta
wartcse jest wpisywana do zmiennej Argumentem poleceniaput  jest dowolny
ciag znakow, ktory jest wypisywany na ekranie.

Organizacja programu. Majac metode wczytywania kolejnych liczb mogliby-
Smy algorytm rozwiazania sformutowanastepujaco: ,wczytuj kolejne liczhy;,
dodawaj je do sumys, a po wczytaniu zera, podziel surigprzez ilast liczbn”.

O ile samo wnetrze petli wyglada sioprosto

..% tu warto Sci pocatkowe

....... % tu pocajek ptli
x=input("Podaj warto 5C x=");
S=S+x;
n=n+1,

....... % tu koniec petli

Sin % wynik

o tyle fatwo zauwayt problem ze sformutowaniem samej petli.

Problem jest natury ,,co byto pierwsze jajko czy kura?” caylprzypadku petli
while najpierw jest sprawdzany warunek, w tym wypadku czy wsirionie jest
réwna zero, a potem dopiero jest wczytywanySkad program nme wiedzi€,
jaka liczbe za chwile wpiszemy?

Istnieja dwie klasy zagadme Jedna dla ktorej naturalne jest sformutowanie
.Jjesli zaszedt okrglony warunek, to powtarzaj zadane instrukcje” oraz druga d
ktorej bardziej naturalne jest sformutowanie ,powtorzeskone instrukcje a potem
sprawdz warunek”.

Przyktadem pierwszej klasy jest kredyt bankowy, gdz& jeasze zadizenie
nie jest zerowe to przez kolejny rok bank bedzie dopisyvasletki, a my sptacali
rate. Przyktadem drugiej nze byt wiasnie wczytywanie liczb. Najpierw trzeba
wczytet liczbe, a dopiero potem mana sprawdzi czy ta liczba jest taka czy inna
(w tym konkretnym przypadku czy nie jest zerem).

Petlawhile jest przyktadem petli 0 nieokstonej ilcsci przebiegbéw ze spraw-
dzaniem warunku na poczatku. Taka petla pasuje do zadlamilytu. Istnieje w
OCTAVE, ale nie w Matlabie, petla 0 nieol§enej ilcsci przebiegéw ze sprawdza-
niem warunku na kiacu. Petle taka zapisuje sie jako:

do
until warunek
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Jej funkcjonowanie jest zupetnie analogiczne, poza tyenyarunekjest spraw-
dzany na kéacu. W konsekwencji instrukcje wewnatrz petli zawsze andja sie
przynajmniej raz, podczas kiedy dla petlile moga sie nie wykor@aani razu.

Zadanie sumowania liczb z klawiatury bardzo tatwo jest s@pw OCTAVE,
dysponujac petldo until . Program wygladatby nastepujaco:

% ten program nie wykona sé w Matlabie
% tylko octave!!
S=0; % warto sci pocatkowe
n=0;
do % tu pocatek petli
x=input("Podaj warto sC x=");
S=S+x;
n=n+1;
untl x = 0 % tu koniec ptli

10 S/(n-1) % wynik

1
2

ol

6
7
8
9

W programie, oprocz pettio until , uzyliSmy dla przyktadu operatora ,zay
od” w postacil=, gdyz OCTAVE akceptuje réwnie taka forme.

Matlab nie posiada petlio until , jak wiec porad#i sobie z przypadkiem
zagadnienia, kiedy najpierw trzebaSomykona&, a dopiero pézniej sprawdzwa-
runek?

Sa dwa sposoby, jeden prosty, alé&tlprymitywny drugi nieco bardziej skom-
plikowany, za to elegancki.

Sposob pierwszy. Prosty sposéb polega na przeniesieniu faktycznego speawdz
nia warunku na koniec za pomoca dodatkowej zmiennej logiczZZat@my, ze
nasza zmienna stgca ,0bejciu” nazywa sigoniec .

koniec=0;
while 0==koniec
..... % instrukcje wewrafrz etli

if warunek
koniec=1;
end%if
end%while

Na poczatku ustawBimy zmienngoniec na wart& 0. Formalny warunek
przy petliwhile sprawdza, czkoniec jest réwna zero i musi liyspetniony. Wte-
dy wykonuje sie ciag instrukcji petli, a po nim (ale prziohcem petli) jest in-
strukcjaif , ktéra sprawdza rzeczywisty warunek zadani&lijest on spetniony,
to zmienngoniec jest ustawiana na jeden.

3Nie jest to tylko problem Matlaba. Sporo jezykéw posiad&dyjeden wariant petli o nieokre-
Slonej ilcsci przebiegow.
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W takim wariancie nasz program do obliczasr@dniej mogtby wygladana-
stepujaco:

2 n=0;
3 koniec=0;

4 while 0 == koniec
5  x=input("Podaj warto 5C x=");

6  S=S+x;

7  n=n+l;

8 if0==x

9 koniec=1;
10  end%if

11 end%while
12 srednia=S/(n-1);
13 disp(srednia);

W programie tym warto zwréciuwage ze sume liczks' dzielimy przezn — 1
a nie przez jak wynikatoby to ze wzoru narednia. Jest to efekt tegoe znacznik
kohca danych (w postaci wa&oi zero) powieksza warson a przecie nie jest to
wartcse, ktéra ma wptywa nasrednia tylko znacznik.

Sposoéb drugi. Drugi sposob jest nie tyle skomplikowany, co wymaga pewnego
wysitku aby zrozumié jak to dziata.

Sprébujmy spojrze na rénice w dziataniu pethivhile  (ktéra mamy dostepna
w Matlabie) a petlabo UNTIL (ktéra jest nam potrzebna w tym zadaniu a nie-
dostepna). Tabela 5.1 (na str. 67) pokazuje, jak wyglad#bw przypadkach se-
kwencja sprawdzania warunku i wykonywania instrukcji. &amujac kolejn&t
(ktéra celowo w przypadku petbo UNTIL zostata przesunieta o jeden) widzi-
my, ze dziatanie obu petli @i sie tym,ze petlawhile raz dodatkowo sprawdza
warunek. Gdyby ten jeden raz warunek speflui dalej nie ma ja réznicy. Z te-

while | DO UNTIL
warunek

instrukcje instrukcje
warunek warunek
instrukcje instrukcje
warunek warunek
instrukcje instrukcje

Tabela 5.1: Sekwencja wykonywania instrukcji i sprawdaanarunku dla petli
while i do until . {tab:do-while}

go pierwszego sprawdzenia wziat sie nasz probteemajpierw musimy wczyta
liczbe (czyli wykona& instrukcje) a potem nEemy sprawdi co to za liczba (czyli
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sprawdzt warunek). Ale gdyby tak ten jeden raz osztikgogram? Sprawij ze za
pierwszym razem warunek bedzie spetniony w sposob sz@czastanéwmy sie,
czy jest to w ogole mrdiwe? Struktura naszego programuzyaiem petliwhile
musiataby wygladanastepujaco:

1 ...% instrukcje pocatkowe

2 ..% tu co & jest potrzebne

3 while x "= 0

4 x=input("Podaj warto 5C x=");
5 S=S+x;

6 n=n+l;

7 end%while

8 .... % instrukcje ko hcowe

Warunekwhile x "= 0 jest spetniony jgli x jest r&&ne od zera. A wisciwie
ile powinno wynost x w tym miejscu? Przy pierwszym pragju wissciwie war-
to&C x jest nieokrélona bo zmienna jest przeznaczona na wastoliczby, ktora
za chwile wczytamy. Czyli przed pierwszym wczytaniem zadyc tam cokol-
wiek. A jakie ,cokolwiek” spetni nasz warunek przy pierwsaywejsciu do petli?
Kazda wart&t z wyjatkiem zera. Tak wigc, §i przed petla nadamy zmienneja-
kas niezerowa warkt, np.1234, to przy pierwszym sprawdzeniu warunek bedzie
spetniony.

To ,0szustwo” musi spetaijeden warunek aby byto skuteczne. Pierwsza in-
strukcja wewnatrz petli musi leyx=input(“Podaj warto 5C x="); aby wart&
x byta wczytana liczba a nie fikcyjna wasitia poczatkowa.

Tak wiec karcowy program mogtby wygladanastepujaco:

1 S=0;

2 n=0;

3 x=pi; % fikcyjna warto SC aby wej 5C do mtli
4 while x =0

5  x=input("Podaj warto st x=");

6  S=S+x;

7 n=n+l;

8 end%while

9 srednia=S/(n-1);

10 disp(srednia);

Warto w tym momencie zwréciuwage na pewna mabtiwa konwencje, kto-
ra optaca sie stosowaJak powiedziano, w tym zadaniu watopoczatkowax
moze byt dowolna, niezerowa. Pierwsza narzucajaca sie weiddest 1. Jest to
wartcst poprawna, jednak §i ktos bedzie czytat nasz program (albo my sami po
dtuzszym czasie) a program nie bedzie zawierat komentarbedaie sie zastana-
wiat jakie znaczenie ma ta jedynka. Szczeg6lmijedynka w przedostatniej linii
(w mianowniku jestn — 1) jest istotna. Pewnym utatwieniem @ byc nadawa-
nie wartdci, ktére wyraznie sugerujae nie majazadnego zwiazku z zadaniem.
Takimi wartdsciami moga b§ 123456789 lub (jak w tym przypadku) wark .
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Oprocz instrukcjinput  OCTAVE posiada te instrukcjescanf o nieco bardziej
skomplikowanej sktadni ale pozwalajacej uniknapisywania znacznika kKza
danych.

Problem z zamiana petli z warunkiem nahko na petle z warunkiem na po-
czatku jest na tyle czestye wyjasnienie go na tym prostym przyktadzie byto nie-
zbedne.

5.3 Suma nieskaczona

Paradoks Achillesa. W staraytnej Grecji 6wczéni filozofowie szukali skom-
plikowanych odpowiedzi na proste pytahidednym z takich zagadiiéoyt para-
doks Achillesa, opisany przez Zenona z Elei. Osli wyobrazimy sobie w§cig
szybkobiegacza jakim byt Achilleszdtwiem, to wiadomoze Achilles wygra. Ale
jesli dla wyréwnania szansdtw wystartuje z pozycji w potowie drogi migdzy li-
nia startu a linia mety, to kto wtedy wygra? Wszyscy wigdz, i tak Achilles.
Ale filozofowie rozumowali w taki sposéb: aby Achilles dogielo tego miejsca,
gdzie w chwili startu znajdowat sigdtw, potrzebuje troche czasu. Ale w trakcie
tego czasuz6tw przesunie sig (chyba stowo przebiegnie tu nie pagg@jen odci-
nek dalej. Tak wiec, kiedy Achilles pudobiegnie do miejsca, w ktérym znajdowat
z6lw w chwili startu, to dalej bedzie ich dzielit pewien dgss.Zeby przebiec ten
dystans Achilles potrzebuje pewnejSli czasu. A w tym czasiegdtw sie znowu
oddali o pewna odlegki. Zawsze, kiedy Achilles dobiegnie do miejsca w ktérym
znajdowat sigz6tw, ten zday przefc troche dalej. Czyli Achilles nigdy nie dogoni
z6twia! Trapito to filozoféw, gdyg wiedzieli, ze przecie Achilles przegonzétwia
a jednak logiczne rozumowanie méwito co innégo

Napiszmy program, ktéry symuluje \&yig Achillesa izétwia. Zat@&my, ze
wyscig odbywa sie na dystansle0 (jednej dugéci od startu do mety). Zaté
my®, ze Achilles przebiega ten dystans w0 jednostce czasu 26tw przebywa
go w 100,0 jednostkach czasu (w keou to musi bg zétw wyScigowy). Tak wiec
predkat Achillesa wynosil,0 jednostek predi&ei azétwia Wlo jednostek pred-
kosci.

Jezeli bedziemy opisywali pokenie obu zawodnikéw na asj ktérej poczatek
(z = 0) jest na starcie a = 1 jest na mecie, to w chwili startu & 0) Achilles jest
na starcier,(0) = 0 azolw jest w potowie drogiz. (0) = 0,5. Predké&t Achillesa
wynosiv, = 1 a predk&t zétwiav, = ﬁ Potazenie obu zawodnikéw w dowolnej
chwili ¢ opisuja réwnania:

Za(t) =24(0) v, -t

2(t) =2,(0) v, -t

Wykres potaenia
Achillesa izétwia!

4| filozofom zostato tak do dzisiaj.
STak wisnie definiuje siparadoks- logiczne rozumowanie prowadzace do sprzeszho
6Zmienili'smy nieco dane w poréwaniu z oryginalnym zadaniem.
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Rozdz. 5 70

W uktadzie(t,x) ta para rowna przedstawia dwie proste. W zasadzie w tym
momencie mana by znaleZ punkt przeciecia obu prostych i rozwigzaadanie.
My jednak pojdziemy nieco okema droga i postaramy sie be&pednio odtwo-
rzyc rachunkowo rozumowanie Grekow.

Zamiast ciagtego czasibedziemy rozwzali dyskretne chwilé;, te w ktérych
Achilles dobiega do miejsca w ktérym znajdowat z@#w w chwili ¢;_;. R&znica
odlegtasci miedzyzétwiem i Achillesem w chwilit; wynosi

d(t;) = dy = x.(t;) — a(ts)

Achilles przebiegnie dystan$; w czasieAt; = d; /v, | znajdzie sie w punkcie
xq(t; + At;) = x, + d; @ po tym czasiebtw znajdzie sie w punkcie

x,(ti + At) = x,(t;) + v, - At;
Chwila, w ktérej Achilles osiagnie nastepny punkt:
tiv1 =t +At;

Pozostaje jeszcze kwestia jak dlugo mamy powfatearachunki. Naturalna
odpowiedzia wydaje sig laytak dtugo dokado6tw wyprzedza Achillesa czyli, >
zg, lUbx, —x, > 0.

Znajdzmy, po jakim czasie Achilles dogandtwia

xa=0.0;

xz=0.5;

t=0.0;

while xz-xa > 0
d= xz -xa;
Dt=d/1,
xa=xa+1.0*Dt;
Xz=xz+(1.0/100)*Dt;
disp([t, xz, xa, d, Dt]);
t=t+Dt;

end%while

disp(t);

Wyniki obliczane prze nasz program sa pokazane w tabeligelZle pokazano
dla kolejnych etapéw (przebiegéw petli)czast; potozenie Achillesar,, potoze-
nie zétwia ., odlegt&t d oraz przyrost czasiit.

Jak wynika z tych rezultatow, kolejne dystanse maleja zmiskybko a wiec
i kolejne czasy ich pokonania réwaigwattownie maleja. Sumaryczny czas) (
roSnie coraz wolniej, take wisciwie od pewnego momentu przestaje r@asna

Porownajmy wyniki, ktére uzyskdmy na drodze numerycznej z rozwiaza-
niem analitycznym. W kategoriach wspétczesnej fisdiste rozwiazanie zadania
jest banalné J&li uktad wspérzednych zwmemy nie z Ziemia ale uméeimy

’No, ale trzeba byto tysiecy lat rozwoju nauki &oyy nauczyli sie rozwiazyweatak trudne dla
star@ytnych Grekéw zadania niemal w pamieci.
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i t T, Tq d At

1 | 0.000000| 0.505000| 0.500000 0.5 0.5

2 | 0.500000| 0.505050| 0.505000 0.005 0.005

3| 0.505000| 0.505050| 0.505050 5e-05 5e-05

4 | 0.505050| 0.505051| 0.505050 5e-07 5e-07

5| 0.505050| 0.505051| 0.505051 5e-09 5e-09

6 | 0.505051| 0.505051| 0.505051 5e-11 5e-11

7 | 0.505051| 0.505051| 0.505051| 5.00044e-13| 5.00044e-13
8 | 0.505051| 0.505051| 0.505051| 4.996e-15 | 4.996e-15

Tabela 5.2: Achilles z6tw

obserwatora nadtwiu®, to z punktu widzenia obserwatazétw stoi w miejscu na-
tomiast Achilles bedzie sig zlit do niego z predizia L — Wlo = 2 Dzielacy
ich na poczatku dystaris 5 jednostek pokona wiec w czasie

5

0 — =0,505(05)
1—-L
100

Suma szeregu geometrycznego V@ aie wzorem:

[ee]
S = Xzaq”_1 —a+aq+ag® fag®+... = 4
i=1 l=q

Jakkolwiek w tym momencie wydaje siedbto zupetnie niejasne co wspoélnego
ma suma szeregu geometrycznego z naszym zadaniem, pondyvczgs w jakim
Achilles dopedzizétwia ze wzorem na sume szeregu geometrycznego. Widzimy,
ze prawa strona wzoru odpowiada rozwiazaniu naszego eadesli wstawimy
a=0,5i¢=1/100.

Skoro prawa strona wzoru na sume szeregu geometrycznggwiadia otrzy-
manemu przez nas wynikowi to nasz wynik remy te otrzyma stosujac lewa
strone czyli dodajac kolejn®,5 0,5/100 0,5/1002 itd.

Jak tatwo zauwayt ten ciag wartsci odpowada kolejnyrna\t jak to widat w
tabeli 5.2

Tak wiec w rzeczywistsci rozwiazaemy zadanie obliczenia sumy szeregu
nieskaiczonego. W kategoriach matematyki zemy to zapisé

o
t=At1+ Aty + Alg+...=> At
=0

Dla Grekéw trudne do zrozumienia bytae niesk@czona suma dodatnich
liczb maze d& skaczona wartgc. Dopiero rozwaania Newtona i Leibnitza na
temat ciagt&ci uwolnity nas od tego paradoksu.

80bserwator musi yidealny, czyli w tym przypadku nieve&i i nie wywotujacy oporu powie-
trza aby nie zaktécaruchuzétwia.
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Suma szeregu nieskiaczonego. Skoro, jak nam sie wydaje, umiemy znajdd@va
sume nieskdczonego szeregu to rozaray szereg matematyczny:

11 1 1 > ]
ettt —F.. =Y —
S= Tt T nz::an

W zmiennejS umiescimy sume ja dodanych wyrazéw a na poczat8umusi
wynost zero. Wewnatrz petli bedziemy obliczali wastdolejnegoa,, i dodawali
do sumys.

1 S=0;
2 ..
3 while ...

4 an=1/(n*n);
5 S=S+an;
6

7

end%while
Jednak wartgt a,, zalezy jawnie odn, tak wiec musimy myc licznika petli

w ktérym bedziemy przechowywali wa&bn. Na poczatkuin=1 a przy kadym
przebiegu petli musimy zwieksgy: o jeden.

1 S=0;

2 n=1,

3.

4 while ...

5 an=1/(n*n);
6  S=S+an;
7  n=n+l;

8 end%while

Tu dochodzimy do zasadniczej trucsmd, kiedy widciwie mamy przerw@su-
mowanie? Czyli jakie powinno kiykryterium dla petlwhile ?

Pierwsze co sie mae nasun@to sumowa tak dtugo jaka,, jest wieksze od
zera. Tylko,ze z punktu widzenia matematydkj, nigdy nie osiagnie zera! Nume-
rycznie co prawda nie uda nam sie uzyskezby mniejszej ri ok. 1073 ale jesli
pierwszy wyraza; jest1to S; > 1 a dodawanie czegokolwiek mniejszego od zera
maszynowego (por. str. 12) &gjest tylko strata czasu.

W przypadku programu odtwarzajacegoaeig zétwia z Achillesem ze str. 70
problem z kryterium zak@czenia sumowania nie wystapit, ggymimoze sumo-
walismy At to kryterium zak@czenia byto wyraone poprzez pokeniex.

Dla abstrakcyjnego matematycznego szeregu nie mamy freggoakryterium
zakaczenia. Wiemyze trzeba sumovzapewna il&t wyrazéw taka, aby z jednej
strony wynik kaxcowy S nie byt obarczony btedem a z drugiej strony aby nie do-
dawa wyrazow, ktére ze wzgledu na arytmetyke nie moga wadymg,S. Inaczej
moéwiac sumujemy tak dlugazaiznamyze juz wystarczy.
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Pojawia sie nieco sztuczna wastotolerancii, czyli takiej wartéci, ze jesli
wyrazy a,, beda mniejsze od niej to przerywamy sumowanie.

Nie istniejezadne matematyczne uzasadnienie takiego postepdvamiiasza-
cowanie jaka ma klywartdt tolerancji. Naley ja dobra& tak aby wynik byt dosta-

tecznie dobry. W naszym przyktadzie przyjmiemy jako watgranicznal0=".
W konsekwencji nasze kryterium zakezenia wyraone przez tolerancje wy-
gladatoby nastepujaco:

1..

2 tol=1e-7;

3 while an> tol
4 .

5 end%while

Poniewa kryterium jest zalene odan, przy pierwszym przebiegu trzeba je za-
inicjowat na jakakolwiek wartst gwarantujaca wégie do petli npan=1234567 .
Ostatecznie nasz program bedzie wygladat nastepujaco

1 S=0;

2 n=1,

3 an=1234567,;
4 tol=1e-7;

5 while an> tol
6 an=1/(n*n);
7  S=S+an;
8 n=n+l;

9 end%while
10 disp(S);

Nalezy z cata moca podk#iic, ze tudzaco podobne zadania: sumy szeregu
skanhczonego:

N
S = Zan
n=1

i sumy szeregu nieskezzonego:

S = Zan
n=1

sa, mimo niemal identycznego zapisu zupetnie odmienr@war z punktu widze-
nia matematyki jak i z punktu widzenia progamowania.

W przypadku programu, pierwsze zadanie narzuca petlereslokej ilasci
przebiegow for ) podczas, kiedy drugie narzuca petle o nie6kaeej ilcsci prze-
biegow (vhile ).

9Dociekliwi mogliby argumentowa ze suma skioczonej iléci wyrazéw szeregu i suma pozo-
statych musza kyskaczone ale dalej nie rozstrzyga to ile wyrazéw trzeba wysua@by dosta
dobre oszacowanie wyniku.
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Szereg harmoniczny. Gdybysmy sprébowali obliczy sume szeregu:
21
S = n; ~

to nasz program wymagatby jedynie matej modyfikacji, uedgligjacej inny prze-
pis na wyraz,,, ktéry w tym wypadku wynosi

Ay = —
n

1 S=0;

2 n=1;

3 an=12345678;
4 tol=1e-7;

5 while an> tol
6 an=1/n;

7  S=S+an;

8 n=n+l;

9 end%while
10 disp(S);

Jak tatwo sige przekoita program obliczy war sumy takiego szeregu i wy-
pisze (dla tolerancji jak w przyktadzie) wago 12,090.

W tym momencie narzuca sie pytanie jak tozine, przecig szereg harmo-
niczny jest rozbieny, czyli jego suma zmierza do niesiazongci?

Dochodzimy do dgt istotnej kwestii. To, co nazywamy programem do obli-
czania sumy szeregu nieslazonego precyzyjniej natatoby nazwa programem
szacujacym przykenie granicy takiego szerequzy milczacym zakeniu,ze sze-
reg ten jest w ogole zkiay.

Z tego wynikatobyze powinnsmy najpierw udowodgi ze szereg jest zkiay
a dopiero potem mana prébowa liczy¢ oszacowanie granicy. Tak jednak nie robi-
my. Dowdd zbigndsci umiemy przeprowadzidla stosunkowo prostych szeregéw.
Czesto uywamy komputera wtedy, kiedy szereg jest tak skomplikgwae jedy-
ne co jestemy w stanie zrolgi to liczy¢ (zdarza sieze wielkim wysitkiem) jego
wyrazy. Czasami zamiast dowodu zhiesci positkujemy sie interpretacja fizycz-
na. W przyktadzie bez@redniej symulacji zadania z Achillesem, nie wnikajac
w subteln&ci matematyczne obliczginy granice, gdy wiemy, ze Achilles musi
przescigng zétwia. Podobnie, gdyby ugiecie mostu wyaéo sie przez jaki sze-
reg, to z gory wiadomaze ugiecie bedzie skazoné®. Ugiecie mae byt bardzo
duze, mae byt wigksze ni dopuszczamy ale skozone, czyli taki szereg musi
byt zbiezny. W przypadkach, kiedy nie mamy ani wsparcia ze stronyematy-
ki (w postaci dowodu zbinasci) ani fizyki (nie wiemy, czy na pewno musi by

ONa 0got nasze modele nie potrafia odtwdrbezpérednio zerwania sie mostu. Modele zdolne
taka sytuacje odtworzyto zupetnie inna klasa.
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zbiezny) istnieja pewne techniki, ktére lepiej czy gorzej podfadaja nam czy
przypadkiem szereg nie jest rozbig. W praktyce najcA&eiej zapominamy o tych
subteln&ciach i po prostu liczymy granice szeregu majac albcefakirzestanki
albo nadziejeze to jest szereg zkiay. Naley jednak zdawasobie spraweze w
pewnych przypadkach nmmemy wp&t w putapke.

Szereg dany rekurencyjnie. Rozwamy szereg matematyczny:

1 1 1 < 1
ot =N —
S totytg T ;::02“

W zasadzie mzna by znowu przepigsgoprzedni program, wstawiajac jedynie
inne wyraenie na obliczanie,,:
an=1/(2"n);

Program obliczajacy ten szereg napisany tak jak popreediriatatby poprawnie i
dawatby widciwe wyniki.

To, co chcemy pokazana przyktadzie tego programu, to tzw. optymalizacja
programu, czyli taka zmiana programu aby dziatat szybdiegt to d& kontro-
wersyjne zagadnienie, gadyv programowaniu uwza sie,ze ,przedwczesna opty-
malizacja jest zrédtem wszelkiego zta’. Obecnie aamy,ze najwaniejsza rze-
cza jest poprawrsd programu (brak btedéw) a czytelny ale na ogét nieoptymaln
zapis bardzo utatwia unikniecie pomytek. Tak wigc, agleaczej pisa przejrzy-
ste programy i unikaoptymalizacji dokad nie oka sie,ze dany fragment istotnie
spowalnia dziatanie programu. W szczeg@icippraktycznie wszystkie analizowa-
ne tutaj przyktady sa bardzo proste i wykonuja sie blygkanie. R&nica czasu
wykonania wersji ,szybszej” i ,wolniejszej|” bedzie niansazalna, wiec popra-
wianie szybkéci jest tutaj jedynie€wiczeniem. Tym niemniej warto pokazaa
czym to polega e program po optymalizacji e wyglad& zupehie inaczej.

We wzorze nau-ty wyraz ciagu pojawia sie wyeanie2". Gdyby wykonywa
potegowani€” poprzez mneenie2 przez siebie: — 1 razy (w Rozdz. 7 pokeemy
jak to mazna zrobt znacznie szybciej), to przy obliczaniu wyrazamusimy wy-
konat 1 mnaenie, dla wyrazus 2 mnazenia a dlaz,, n — 1 mnazeh. Pamietajac
zadanie Gaussa 4.2 fatwo obli¢zyge aby oblicz¢ sume pierwszych (pominaw-
szy zerowy i pierwszy) wyrazéw na obliczanie jedynie znakgegzczegdlnych
sktadnikéw naley wykona& @ mnazen. Przyktadowo, przy sumowaniu ty-
siaca sktadnikowt ilos¢ mnazen pdswieconych na obliczanie mianownikéw jest
rzedu pét miliona. Bez wzgledu na to czy to jestzdwczy mato, to wszystko sa
operacje niepotrzebne.

Tymczasem, warto zauwgc, ze wyraz ciagu,, mozna wyrazt rekurencyjnie:

1
Apt+1 = ian ag=1

11Wyrazy tego konkretnego szeregu maleja btyskawiczniecwia pewno nie ma potrzeby obli-
czania tysiaca sktadnikdw ale nieady szereg tak szybko sie zbiega.
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Oznacza toze zamiast potegowania memy dzielc wyraz przez 2.
Nieco zmienia to postaprogramu:

1 S=0;

2 an=1,

3 tol=1e-7;

4 while an> tol
5 S=S+an;
6 an=an/2;
7 end%while

8 disp(S);

W przypadku aycia wzoru rekurencyjnego wadopoczatkowa nie jest war-
toscia fikcyjna i musi b§ réwnaag czyli 1.

Warto te zauwayc, ze w tym wypadku nie potrzebaywat licznika petli bo
an, przy wykorzystaniu rekurencji, nie zale jawnie odn.

Szereg znakozmienny?. Rozwamy szereg:

[ee]
(-t 11 1 1 1
S=3 7 So e
;271—1 17375 779

Jest to szereg doéypodobny do harmonicznet z ta r&nica, ze w szeregu har-
monicznym wszystkie wyrazy dodajemy a tutaj co drugi odggmy. Skutek tej
niewielkiej zmiany jest d& zasadniczy, nasz szereg jest zbige

Réwnie interesujaca jest jego granica, gaynierza on dor /4. J&li wiec wy-
nik pomnaymy przez cztery, to powinsimy otrzyma przyblizenie liczbyr.

W zasadzie moglil§my napisé program obliczajacy sume tego szeregu, ktory
bytby niemal kopia ogélngo programu, z odpowiednio zmddyfiana linia gdzie
oblicza sie wyrazi,,:

1 S=0;

2 an=98765;

3 tol=1e-5;

4 n=1,

5 while abs(an) > tol

6 an=(-1)"(n+1)/(2*n-1);
7 S=S+an;
8 n=n+1;
9 end%while

12Szereg znakozmienny to kdy szereg z wyrazami zdlych znakéw. Tutaj, dla zwaioi zapisu
bedziemy nazywali szeregiem znakozmiennym nasz konkmtzryktad.

310 podobiéstwo nie jest tak bardzo oczywiste bo tutaj mamy tylko wynaeparzyste. Jednak
jesli myslowo rozdzielimy szereg harmoniczny na dwa szeregi: zansfstymi i z parzystymi wyra-
zami, to gdyby oba byly zbime, to ich suma bytaby skezona. Uzasadnienieg} o = 2>+
nie wymaga komentarza. Natomiast sk(g#j > % wiec na mocy kryterium poréwnawczego
suma szeregu wyrazéw nieparzystych zmierza do nfestanéci. A wiec oba sa rozbime.
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10 disp(4*S);

Podstawowa i bardzo weaa r&nica w stosunku do poprzednich programéw
jest taka,ze przy kryterium zakiaczenia iteracji pojawia sie wadb bezwzgled-
na. Jest ona tutaj niezbedna, gdy przeciwigéstwie do poprzednich przyktadéw,
gdzie zawsze wyrazy byly dodatnie, tutaj wyrazy sa raz ttoda raz ujemne. Bez

wartcsci bezwzglednej ju drugi wyraz spetniatby warunedn < tol

bo liczba

ujemna jest mniejsza od dowolnej dodatniej, wiec ZadaylibySmy sumowanie na

pierwszym wyrazie i otrzymany wynik 4 miatby niewiele wspétjo zx.

Z tego wynikatoby,ze j&li jest potrzeba, to naty umieszcza wartdst bez-
wzgledna w warunku. Raczej odwrotnie. Nalez zasady ja tam zawsze umiesz-

czat, za wyjatkiem przypadkéw, kiedy jej tam byie mae.

i 4S T-4S

1 4.000000| 0.858407

2 2.666667| -0.474926

3 3.466667| 0.325074

4 2.895238| -0.246355

5 3.339683 0.19809

6 2.976046| -0.165546

7 3.283738| 0.142146

8 3.017072| -0.124521

9 3.252366| 0.110773

10 | 3.041840| -0.099753

100 | 3.131593| -0.00999975

1000 | 3.140593 -0.001
10000| 3.141493 -0.0001
20000| 3.141543 -5e-05
30000| 3.141559| -3.33333e-05
40000 | 3.141568| -2.5e-05
49999 | 3.141613| 2.00004e-05
50000| 3.141573 -2e-05
50001 3.141613| 1.99996e-05

Tabela 5.3: Zbiencst szeregu znakozmiennego.

{tab:znak}

W tabeli 5.3 pokazano wyniki dziatania programu dla wybiankgrokéw. Pro-
gram kaczy dziatanie na 50001 kroku. Jak widaartdsci bardzo wolno zmierzaja
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do 7. Jest to przyktadze nie wszystkie szeregi daja dobre oszacowanie po nie-
wielkiej liczbie wyrazéw. Tutaj, nawet po 50 tysiacach agéw maemy jedynie
stwierdzt, ze rozwiniecie dziesietne liczby jest miedzy 3,1415 a 3,1416 czyli
mamy doktadne jedynie cztery cyfry znaczace.

Jest to przyktad szeregu wolno zbiego.

Warte jest te uwagi,ze oszacowaniéS jest raz z nadmiarem a raz niedomia-
rem. Jest to doktadniej pokazane na Rys. 5.1, gdzie ligigipotaczono punk-

5 T T T T T T T T T

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Rysunek 5.1: Wykres zhaacsci szeregu.

ty odpowiadajace kolejnym wadoiom4S,,. Linia sktadajaca sie z samych kro-
pek pokazano stata walbrozwiniecia dziesietnega, ktéra powinna b linia
do ktérej zmierza rozwiazanie. Jak widlamana pokazujaca kolejne przytahia
podlega wygasajacym oscylacjom.

To sugerujeze szybsza zbinast otrzymalibysmy biorac, jako oszacowanie
7 Srednia arytmetyczna z dwu ostatnich wadiel.S. Taka tamana odpowiadajaca
kolejnym Srednim jest pokazana na Rys. 5.1 linia przerywana. Jdeowaimierza
ona znacznie szybciej do statej

Przy okazji tego programu, jakee tutaj trzeba policZytysiace wyrazéw sze-
regu, wiekszy sens maja rozaamia dotyczace optymalizacji. We wzorzemdy
wyraz ciagu pojawia sie wyrenie(—1)("*1), Jest to matematyczny sposéb zapisu
zmiany znaku. Z punktu widzenia matematyki jest to sposébaicki ale w pro-
gramowaniu mpee by kosztowny. Gdyby wykonywapotegowanier® poprzez
mnazeniex przez siebiex — 1 razy (w Rozdz. 7 pokeemy jak to mana zrobt
znacznie szybciej), to przy obliczaniu znakumusimy wykon& 1 mnaenie, dla
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znakuas 2 mnazenia a dla znaku,, n mnazen. Pamietajac zadanie Gaussa 4.2 fa-
two obliczyt, ze aby oblicz¢ sume pierwszych wyrazéw na obliczanie jedynie
znakow poszczegoélnych sktadnikéw rafevykona M mnazen. Przyktado-
wo, przy sumowaniu 50 tysiecy sktadnikéw$bomnazen paswieconych na znaki
jest rzedu 250 milionéw.

Znowu, bez wzgledu na to czy to jestatuczy mato, to wszystko sa operacje
niepotrzebne. Potegowanie jest tutaj tylko po to, aby kayzwarty zapis mate-
matyczny. Potrzebujemy jedynie zagwarantoway przy wyrazach nieparzystych
znak byt dodatni a przy parzystych byt ujemny.

Do sprawdzenia czy liczba jest parzysta czmneparzysta nzna wyc dziele-
niamodulo Dzieleniemodulo zwraca reszte z catkowitego dzielenia jednej liczby
przez druga. WOCTAVE dzieleniemodulojest realizowane przez funkcpgod, kt6-
ra ma dwa argumenty. Przyktadowwd(p,2) zwrdéci0 jeSli wartcst zmiennejp

jest podzielna przez 2 (parzysta) albo &lijgest niepodzielna czyli nieparzysta.
W naszym przypadku mogligmy wykorzysta te funkcje do obliczania wy-
razuan

an=1/n;

if 1==mod(n+1,2)
an=-an;

end%if

Sposab jest dat skuteczny, chociawcale mae nie by jasne, dlaczegazycie
funkcji mod() ma byt lepsze i potegowanie.
Istnieje jeszcze prostszy sposéb na uwzglednienie zr@iag zdefiniowany
rekurencyjnie:
Znt1 =—1-2p, z1=1

generuje wartsci:
1 -1 1 -1 1 -1

a wtedy wyrazy naszego ciagu ama zapisea:

J— Zn
Cn—1

an,

Korzystajac z ciagu,, nasz program wygladatby nastepujaco:

S=0;

an=pi;

tol=1e-5;

n=1,

znak=1;

while abs(an) > tol
an=znak/(2*n-1);
S=S+an;
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n=n+1,
znak= -znak;

11 end%while

5.4 Granica ciagu

Rozwamy podobne zagadnienie do sumy szeregu nigck@nego w postaci gra-
nicy ciagu.

Podobiéstwo obu zagadniewynika z definicji sumy szeregu nieskezonego.
Definiuje sie ciag sum cagiowych

n
Sn=> @
1=p

czyli skahczona sume wszystkich wyrazéw, od poczatkowedoajczéciej od 0
lub 1) do zadanege:

S| =ay
So=51+as
S3 = S+ ag

Sp =821+ an

Suma szeregu nieskozonegoS nazywamy granice ciagu sum &ogowych
Sn, czyli
S = lim S,

n—oo

Poniewa juz wiemy, jak znajdowa sume szeregu nieskczonegosS, wiec
przy okazji rozwiazywaBmy zadanie znajdowania granicy ciagj.

W przypadku szeregu rozumowaliy w ten sposob: g pewien wyraz,, jest
juz dostatecznie maty to ten wyraz i wszystkie nastepne nigngznaczaco na
wartcst sumy, wiec maemy przerwéa dodawanie.

To samo ale w kategoriach ciagu sum &@ewych.S,, nalezatoby sformuto-
wat: jesli réznica miedzy kolejnymi wyrazami ciagu (sum éz@wych)S,, i S, 1
jest dostatecznie mata to nie optaca sie obliqzaprawek wyrazu, w przykdeniu
jest&smy w granicy.

Je&sli dla zadanego ciage, zdefiniujemy:

alzcl—O
a2 =C—0C
a3 = C3 —C2

itd., czyli ogdlnie:
ap =Cp —Cp—1
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to ciag sum cz&ciowych S; szeregu_ a,, bedzie tasam&ciowo réwny ciagowi
Cp-

Czyli zamiast rozwiazyw@a zadanie granicy ciagu moglibsny szuka sumy
odpowiednio spreparowanego szeregu.

W tym ujeciu zadanie sumy szeregu hiewieleniGsie od zadania granicy cia-
gu. Jednak w praktycznej implementaciji jest istotna zmiRdanica miedzy kolej-
nymi wyrazami ciagu (sum cgeiowych)sS,, i S,,_; jest dana jawnie jaka,,, wiec
sprawdzamy czy,, (doktadniej|a,| ) jest dostatecznie mate. W przypadku grani-
cy ciagu r@nice kolejnych wyrazoévie,, — ¢,,—1| musimy sobie sami obliczy | nie
bytoby to trudne zadanie, gdyby nie fake w jednym przebiegu petli obliczamy
tylko jedna wart&¢ c,,. Dodatkowo, poniewamusimy oblicza réznice wyrazow
nie mazemy skorzyst@a z uproszczenia, ktére stosovéy poprzednio (np. przy
szeregu danym rekurencyjnie), gdzieywaliSmy jednej zmiennej do przechowy-
wania zaréwno poprzedniego jak i nastepnego wyrazu. Tutagieeobliczenia
réznicy musimy mi€ obie wielkdci a wiec musimy je przechowywasobno.

Najprostszym rozwiazaniem wydaje sie obliczanie w jedrgrzebiegu petli
dwu wyrazow:c, i ¢,_1. Jest to rozwiazanie atrakcyjne ale wymaga podwojnej
ilosci obliczér. Nie ma tozadnego znaczenia w prostych przypadkach (a takie
tutaj analizujemy), jednak kiedy wyjdziemy poza prosteygtady akademickie i
zaczniemy szukagranicy ciagu, ktérego jeden wyraz meowymagéa godzinnych
obliczen to jest to rozwiazanie nie do przyjecia.

W pierwszym przebiegu musimy obliczavyrazyas i a1, w drugimas i as,

w trzecimay i a3. Widat, ze w kolejnym przebiegu obliczamy wyraz poprzedni,
ktéry poprzednio obliczadimy jako bigacy.

Sposobem, ktory pozwala unikhgodwdjnego obliczania wyrazow jest za-
pamigtanie obliczonego wyrazu i w nastepnym przebiegicie go jako wyrazu
poprzedniego. Nie kosztuje adnych obliczé a jedynie dodatkowa zmienna, w
ktorej przechowujemy poprzedni wyraz ciagu.

Rozwamy zadanie na przyktadzie ciagu:

1 n
Cp = <1—{——>
n

Oznaczenia sa sprawa drugorzedna ale przejrzystgraysznacze utatwia
zrozumienie zadania. Oznaczmy wiec przeziiezacy (-ty) wyraz ciagu, przez
cp poprzedni f — 1) wyraz. R@nice bigacegocn i poprzedniegap oznaczymy
przezr.

Przy tych oznaczeniach koncepcja budowy programu wyédhgianastepuja-
co:

while abs(r) > tol
cn=(1+1/n)"n;
r= cn - cp;
n=n+1;
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end%while

W tej wersji koncepcja jest jasna, obliczmy wyraz4gey, obliczamy rénice i
powiekszamyn abycn zmieniato sie. Natomiast widaze zmiennap nie zmienia
swojej wartdci, taka jak byta na poczatku (tu nie jest to pokazane) pakasta-
je. W konsekwencji, w zmiennep przechowujemy pierwszy wyraz a zmienna
zawiera r@nice miedzy bizacym ipierwszym wyrazem ciagu.

Aby tego unikng trzeba aktualizow@zmiennap . Ta aktualizacja musi nasta-
pic po obliczeniu r@nicy. Tak wiec nasz szkic wygladatby nastepujaco:

while abs(r) > tol
cn=(1+1/n)"n;
r=cn - cp;
cp=cn;
n=n+1;

end%while

Gdyby pomigdzy obliczenieman a aktualizacjecp nie byto linii r=cn-cp a
wiec nasz fragment wygladatby:

cn=(1+1/n)"n;
% gdyby tu nie byto linii
cp=cn;

to moglibysmy nie wywat w ogdéle zmiennegn gdyz efekt bytby identyczny
jak linia:
cp=(1+1/n)"n;

Obecn&t miedzy tymi dwoma liniami wyraeniar=cn-cp  zmusza nas doaycia
dwu zmiennych i okrglonej kolejnéci obliczania.

Pozostaje nam dopi€goczatek programu. Na poczatku musi znalgg war-
tost poczatkowan!?, inicjalizacja wart&ci r@nicy r na fikcyjna wartéc, ktora
zagwarantuje wégie do petli oraz zainicjowanie wastti cp. To ostatnie sprawia
pewne ktopoty.

Najbardziej naturalne wydaje sie obliczenie wadia;, wpisanie jej jakap i
rozpoczecie obliczania od= 2.

cp=2; % warto S¢ wyrazu cagu dla n=1
n=2; % zaczynamy od nasepnego wyrazu
while ...

end%while

Law przypadku ciagu — inaczejniv przypadku szeregu, gdzie musimy zaced dolnej granicy
sumowania — nie musimy zaczyned 1. Réwnie dobrze nzma zacza obliczenia od wyrazu; oo -

Wersja: 18 listopada 2009



e

[

P OOWOOLO~NOUILA WNE

QUOWO~NOULE, WNPE

Rozdz. 5 83

Nie jest to jednak rozwiazanie pozbawione wad. Czestamyykie przy ob-
liczaniu czegé w pamigeci. Bardziej pewne wydawatoby sie rozwiazaegotw
postaci:

r=1234;

n=1,

cp=(1+1/nyn;

n=n+1;

while abs(r)>1e-7
cn=(1+1/n)"n;
r=cn-cp;
cp=cn;
n=n+1;

end%while

disp(cn);

Skutek takiej budowy jest rownoway ale nie mamy szansy pomylsie przy
obliczaniucp.

Jednak i takie rozwiazanie nie jest idealne. W programienyndwie linie,
ktére zawieraja (doktadniej: powinny zawiéjddentyczne wyrzenie, na poczat-
ku przypisanie wartgci cp i wewnatrz petli przypisanien. Zazwyczaj staramy
sie unik& powtarzania identycznych fragmentéw kodu b&lijgechcemy zmody-
fikowat program aby obliczat granice innego ciagu to tatwo zapiemo tym, ze
trzeba zmiany wprowadziw obu miejscach. Warto zezwréct uwage ze rozwa-
zamy tu najprostsze ciagi, ktérych wyraz meoy obliczg w jednej linijce. W
praktycznych zagadnieniach obliczenie wyrazwzmwymaga wielu linii a wtedy
trzeba je wpisywa podwaojnie.

Inna droga do rozwiazania jest zaweaie,ze nawet gdybymy wpisali bted-
na wart&t poczatkowap to ma to wptyw na pierwsze dwa przebiegi petli. Przy
pierwszym wart& r bedzie btedna i mze wptyng& to na drugi przebieg, gdy
przy braku szcZgia maemy nie spehii warunku wejcia do drugiej petli. Wie-
dzac o tym, maemy nadé zmiennegp jakakolwiek (fikcyjna) wartét ale zmusi
program aby wykonat co najmniej dwie iteracje:

r=1234;
n=1,
cp=45679;
while (abs(r)>1e-7) | ( n<3)
cn=(1+1/n)"n;
r=cn-cp;
cp=cn;
n=n+1;
end%while
disp(cn);

W sumie mamy trzy mziwosci rozwiazania poczatku almdna nie jest ide-
alna.
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Na koniec pokaemy maliwost innej organizacji tego samego programu, po-
zostawiajac to do samodzielnej analizy.

r=1234;
n=1;
cn=(1+1/n)"n;
while abs(r)>1e-7
cp=cn;
n=n+1;
cn=(1+1/n)"n;
r=cn-cp;
end%while
disp(cn);

OQOWO~NOOULDE, WNPE

5.4.1 Pierwiastek kwadratowy.
Ciag dany rekurencyjnie:

1 c
mn—l—lzg Tpn+—
n

Do czego zmierza ten ciag? Odpowiedz na to pytanie jestdguaiowa, naj-
pierw naleatoby udowodrd, ze jest on zbieny a potem pokazajaka jest granica
tego ciagu. CZ& pierwsza pominiemy, stwierdzajare mana udowodré zbiez-
no&. Skupimy sie na c&gi drugiej. Aby znaleZ granice tego ciagu zauway,
ze dlan — oo wyraz z,, zmierza do pewnej granicy czyli x,, — g. A do czego
zmierzar,,.1? Te musi zmierza dog. W takim razie musi zachodzi

“3(o75)
9—2 g g

Mnozac obie strony prze2g dostajemy2g? = g2 + c. Przenoszag? na lewa stro-
ne mamyig? = c a wiec

g=ve

1 format long;

2 c=2,

3 x=pi;

4 xp=0;

5 while abs(x-xp) > le-6
6  Xxp=x;

7 x=(x+c/x)/2;

8 end%while

9 disp(x);

Tabela 5.4 pokazuje przebieg obliézgrogramu.
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W pierwszej kolumnie podany jest krok w drugiej pokazano kolejne przy-
blizenia wart&ci pierwiastka. W trzeciej pokazano kwadrat kolejnychyplizen,
ktére jak wid& szybko sie poprawiaja aby w piatym krokutd#ad na tyle matyze
kwadrat wychodzi niemal doktadnie 2,0. W ostatniej koluenpokazano rfnice
miedzy przyblzeniem a wartsciascista.

()

z;— /2

Ly

a s WwN R —

1.8891062130Q
1.4739039673
1.4154222383
1.4142140784
1.4142135624

3.5687222839
2.1723929048
2.0034201124
2.0000014597
2.0000000000

4.748927e-01
5.969040e-02
1.208676e-03
5.16064e-07
9.39249e-14

Tabela 5.4: Obliczanig/2. {tab:sqrt}

W pigciu krokach dotaimy do bardzo doktadnego oszacowaya To sfor-
mutowanie daje bardzo szybka zbiest do rozwiazania doktadnegio W szcze-
gdbIndsci widet to po ostatniej kolumnie, gdzie jest btad rozwiazaniadad, ze
niemal doktadnie btad w nastepnym kroku jest szacowarprgez kwadrat bte-
du w poprzednim. Méwimy w takim wypadku kovadratowym tempie zkiroSci
algorytmu Jest to jedna z najlepszych szybkbzbiezndsci algorytméw, ktére mo-
zemy osiagn&t®.

Oproécz tegoze bardzo szybko dostajemy dobry wynik, sformutowanie to ma
dost wyjatkowa a bardzo pmdana w praktyce ceche. Niezale od tego jak zte
bedzie poczatkowe przylkniez, (alezy > 0) to i tak dojdziemy do wiaciwego
rozwiazania, co najwaej bedzie to wymagato wiecej iteracji. Moa sie o tym
przekon& zmieniajac w programie poczatkowa wata=1.0e12;

Jest to bardzo wana cecha algorytmu i jest to zwiazane z pojecgabilnosci
algorytmu Jest to dosytrudne pojecie i nie bedziemy go tutaj analizéwaedynie
zasygnalizujemy istotna konsekwencjeslilaasz ciag jest zbany niezalenie od
wartasci poczatkowej to wszelkie btedy zaokragldtore nieuchronnie pojawiaja
sie na etapach goednich mana traktowa jak zaburzenie poczatkowego przy-
blizenia, wiec nie wptyna na wynik keowy. W odr@nieniu od sumy szeregu,
gdzie wcale nie mamy gwarancie zaokraglenia pojawiajace sie przy obliczaniu
poszczegolnych wyrazéw nie skumuluja sie i nie dadzaigyanieco r@nej od
wartcsci do ktorej zmierza szereg.

W ramach podsumowania zamieszczamy ten program zamkmitigkcje:

function y=pierw(c)
X=C;
Xp=0;
while abs(x-xp) > 1le-6

15Dok+adniej do dostatecznie dobrego przybliia rozwiazani&cistego. Rozwinigcie dziesietne
V/2 jest niesk@iczone i nieokresowe, wigc nie da sie go uzgskaajdujac skbczona liczbe cyfr.
16Wyjrgltkowo rzadko ale zdarzaja sie algorytmy o&ziennym tempie zbinasci.
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Xp=X;
X=(x+c/x)/2;
end%while
y=Xi
end%function

©O© 0o ~NO Ol

10 pierw(4)
11 pierw(2)
12 pierw(le-12)

Jako ostatnie w programie ung@lismy wywotaniepierw(le-12) i w tym
przypadku otrzymamy wynik nieprawidfowy, gely/10-12 = 10~°. Jest to wbrew
pozorom przyktad czysto praktyczny, gotakie rzedy wielkéci pojawiaja sig przy
obliczeniach dla odleg&zi mierzonych wum czyli 10~%m.

Pokazuje to jednocsaie,ze dobdr wartsci tolerancji, tak aby funkcja zawsze
dobrze dziatata jest zadaniem bardzo trudnym.

5.5 Pierwiastek szécienny.

Jako pewna ilustracje praktycznego zastosowania zaddnticzania granicy ciagu
pokazemy przyblzona metode znajdowania pierwiastka trzeciego stogeist to
uproszczenie pewnej ogélnej metody numerycznej zwanekbjg.

Tym razem, zamiast sformutowania matematycznego odwosagto tzw. zdro-
wego rozsadku.

Jesli nie umiemy wprost oblicZy pierwiastka’, to zawsze mpemy sprawdzi
czy dana liczba jest pierwiastkiem przez podniesienie zkxtej potegi.

Jesli podniesiemy jak& liczbe ¢ 1) do trzeciej potegi i wyjdzie za dw to
wiemy, ze pierwiastkiem musi liymniejsza liczba. 3i wyjdzie za mato to pier-
wiastkiem musi bg liczba wigksza.

To spostrzeenie jest podstawa sposobu rozwiazywania, ktéry veigksludzi
stosuje w praktyce. Polega on na systematycznym zgadywaniviazania, doda-
jac kolejna cyfre znaczaca dozjanalezionego przyldenia.

Zaltzmy, ze chcemy znaléz /3. Sprawdzamyze poszukiwany pierwiastek
jest wigkszy od 1 (ba? < 3) i mniejszy nz 2 (bo2? = 8 > 3). Zgadujemy druga
cyfre, sprawdzmyi.5, obliczamy1.5% = 3.3750 > 3. Z kolei 1.43 = 2.7440 < 3.
Tak wiec szukany pierwiastek musi dyniedzy1.4 a 1.5 a doktadniej pierwsze
dwie cyfry to1.4. W takim razie sprawdzamy wafip1.45, 1.453 = 3.0486 a wigc
za dwzo. Natomiasi .443 = 2.9860 < 3 czyli za mato. Pierwsze trzy cyfry znaczace
pierwiastka tol.44

Kolejno 1.445 daje 1.445% = 3.0172, wartc 1.444 daje 1.444% = 3.0109 a
wigc tez za dizo. Rownig 1.443 jest zbyt dze bo1.4433 = 3.0047. Natomiast

Thw rzeczywistd&ci mamy konstruktywna metode obliczanrjar ale ten algorytm jest idealny do
przypadkow, kiedy nie umiemy rozwiazaadania wprost.
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1.442 jest za mato bad.4423 = 2.9984. Nasz pierwiastek ey w przedziale miedzy
1.442 a1.443.

W ten sposob w kadym kroku wyznaczamy kolejna cyfre rozwiniecia dzptsi
nego. Oznacza to teze skracamy przedziat, w ktérym musi&& poszukiwany
pierwiastek dziesigeciokrotnie. Na poczatku przedzjhidbugosci 1 bo pierwiastek
musiat byt wewnatrz przedziahil 2). Potem przedziat byt diugei 0,1 bo prze-
dziat wynosit(1,4 1,5). W kolejnym kroku przedziat miat diugd 0,01 bo wynosit
(1,44 1,45) itd.

Zawezanie przedziatu od dziesieciokrotnie krétszego wywaikziz mnaenia
pisemnego, gdzie w kalym kroku mamy identyczna — i powoli wzrastajaca — licz-
be cyfr znaczacych do mmenia. Cena za to utatwienie jest potrzeba zgadywania
kolejnej cyfry znaczacej, jednej z dziesieciu. Gdsimy nie zdawali sie na szcze-
Scie i oszacowanie, to wdaiwie nalgatoby sprawdzakazda maliwa cyfre, czyli
obliczet np. trzecia potege kdejt® wartosci: 1,40, 1,41, 1,42 ... 1,49.

Gdybysmy zamiast mnzy¢ pisemnie aywali kalkulatora, kiedy il&¢ cyfr zna-
czacych do mnzenia nie odgrywa istotnej roli, moglibyny zorganizowato ina-
czej. Zamiast dzieti przedziat na dziesteczesci moglibysmy dzielt przedziat na
dwie czgci i w kazdym kroku wykonywa tylko jedno mnaenie. Zacznijmy zno-
wu od przedziatu(1 2). W potowie diugéci jest1,5. Trzecia potega td,5% =
3,3750 czyli za dwo. Tak wiec nasz pierwiastekzg w przedziale(1 1,5). Wez-
my znowusrodek przedziatuil +1,5)/2 = 1,25. Dla 1,25 mamy1,253 = 1,9531
a wiec za mato. Nasz pierwiastekziew przedzialg(1,25 1,5). Wartdst w Srodku
przedziatu ta(1,25+1,5) /2 = 1,3750. Dla tej wartéci mamyl, 3750% = 2,5996
a wiec te za malo. Poszukiwany pierwiastek muszde wewnatrz(1,375 1,5).
Kolejny krok to wart&t 1,4375 i sprawdzenieze 1,4375% = 2,9705 a wiec za
mato. Pierwiastek ey w przedzialg(1,4375 1,5). W kolejnym kroku otrzymamy
przedziak(1,4375 1,4688) itd.

Powtarzajac to postepowanie, bedziemy systematyzanigzali przedziat po-
szukiwan, w ktérym musi lgec poszukiwane rozwiazanie. Po wystarczajace;j licz-
bie podziatéw otrzymamy przedziat na tyle matg oszacowanie jest dostatecznie
doktadne do naszych celéw, co oznaczanasza poszukiwana wastgest wiek-
sza nk poczatek przedziatu i mniejszazrioniec przedziatu.

Podstawowa wada tej metody — przynajmniej w obliczeniggznych — jest
trudniejsza kontrola doktadsoi. J&li liczymy kolejne cyfry znaczace to widzimy
od razu z jaka doktadrszia uzyskabmy przyblzenie. W przypadku dzielenia na
pot nie wida tak wyraznie jaka jest doktad&orozwiazania na danym kroku. Aby
miec oszacowanie doktadBoi wystarczy oblicz§ dtugdst przedziatuAl, gdyz
wtedy maemy powiedzié, ze nasze przyhltienie to punkt wsrodku przedziatu
+Al/2.

To co jest wada w obliczeniach na kartce okazuje sigZajeta w przypadku
obliczeh przy wyciu komputera. Komputer zawszeywa tej samej liczby cyfr

18w zasadzie nie dla dziesieciu a dla dziewieciu bazeroy pomij& cyfre 0 gdy dla niej juz
obliczylist trzecia potege.
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znaczacych (ok. 16-17)iedzenie, ktéra jest idoktadna, a ktéra jeszcze nie, nie
jest takie proste do zorganizowania. Natomiast obliczehigosci przedziatu to
jedno odejmowanie.

Algorytm:

Podsumowuijac, do wyliczenia wasiti ¢/p korzystamy z funkcji odwrotne;.
Funkcja odwrotna de = ¢/p jest funkcjap = x3. Mamy danep > 1 i szukamyz.
Wiemy, ze 3 jest funkcja rosnaca wiec dla liczb mniejszychaodachodziz?® < p
a dla liczb wigkszych od zachodziz? > p.

Na poczatku musimy znaléprzedziafz, x] taki, zez; < p orazz] > p.

Majac przedziafz, z,] obliczamysrodek przedziat. Jeli 22 < p to po-
szukiwany pierwiastek lezy w przedzialez, z,] a jesli 2 > p to poszukiwany
pierwiastek ley w przedzialgz, z4]. Czyli jesli 22 < p to x, staje sie nowa war-
toSciax,. W przeciwnym przypadku , staje sie nowa warkziaz,.

Operacje powtarzamy tak diuga a, — x4 stanie sie dostatecznie mate.

Rozwamy program na przyktadzi¢/z. Szukamy takiej liczbyr, ze podnie-
siona do trzeciej potegi daje. Zatézmy, ze poszukujemy pierwiastka w prze-
dziale od1 do . Jest to przedziat ktéry spetnia nasze wymaganiaz gmbczatek
przedziatu spetnia warunek® < 7 i koniec przedziatu spetnia warunek > 7.
Wybér przedziatu jest d@ arbitralny®, wiec moglibysmy wybra& przedziat [1,

{piew3.m} ~ 1000].

1 p=pi

2 xd=1;

3 Xg=p;

4 while abs(xg-xd) > le-7
5 x=(xd+xg)/2;
6 y=x"3;

7 fy>p

8 Xg=X;

9 else

10 xd=x;
11 endif

12 end%while
13 disp(x);

Ciag obliczén pokazuje tabela 5.5, gdzie w pierwszej kolumnie jest nuareer
ku, otrzymane przyhtienie, wartét funkcji (z3) dla tego przyblienia oraz osza-
cowanie przedziatu po danym kroku.

Widat tez (i mozna to udowodrdi), ze ciag przybkeh x,, zmierza do wartsci
doktadnejz.

Mamy do czynienia z ciagiem i zadaniem poszukiwania gsatggo ciagu. Co
prawda ciag ten nie bardzo daje sie opisakategoriach wzoréw matematycznych
ale nie jest to istotne, gdyjest zupetnie jasne jak te kolejne wyrazy ciagu oblicza

By naszej uproszczonej wersji funkcja musthyonotoniczna w przedziale.
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T > T <

1.0000| 3.1416
2.0708| 8.8800| 1.0000| 2.0708
1.5354| 3.6196| 1.0000| 1.5354
1.2677| 2.0373| 1.2677| 1.5354
1.4015| 2.7531| 1.4015| 1.5354
1.4685| 3.1666| 1.4015| 1.4685
1.4350| 2.9551| 1.4350| 1.4685
1.4517| 3.0596| 1.4517| 1.4685
1.4601| 3.1128| 1.4601| 1.4685
1.4643| 3.1397| 1.4643| 1.4685
10| 1.4664| 3.1531| 1.4643| 1.4664
11| 1.4653| 3.1464| 1.4643| 1.4653
12 | 1.4648| 3.1430| 1.4643| 1.4648
13| 1.4646| 3.1413| 1.4646| 1.4648
14| 1.4647| 3.1422| 1.4646| 1.4647
15| 1.4646| 3.1418| 1.4646| 1.4646

OO ~NO UL, WNPEF Ol -—

{tab:pierw3} Tabela 5.5: Ciag przylden /7

Zbieznost. Roéwnie dobrze moglibymy tego algorytm zy¢ do poszukiwania
pierwiastka kwadratowego. W takim przypadku wystarczytatnienic w progra-
miey=x"3 nay=x*x .

Warto poréwna zbiezncst takiego algorytmu z programem opisanym na str. 84.

Moglibysmy rozumowa w ten sposéb: na pewnym etapie znaknly prze-
dziat dtugcci d taki, ze poszukiwana ward musi sie znajdowawewnatrz prze-
dziatu. W takim razie, nasze przybtinie tosrodek przedziatu:, a doktadn&t?°
jest+d/2. W kolejnym kroku znajdziemy nowe przybgnie (nowy przedziat) czy-
li otrzymamy inna wartst z, ale doktadnéc bedzie dwukrotnie wigksza, grly
dtugcst przedziatu zmniejszyta sie do potowy.

Je&sli poczatkowy przedziat przyjmiemy diugoi 1 (czyli [1,2]) to otrzymamy
ciag oszacowa btedow:

1 1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 32 64 128
Jest to zbiendst jest liniowa, gdy btad w krokun + 1-szym daje sie wyragi
jako
Apt1 =1,
W tym wypadku stata; jest réwna.%.
Zbiezncst bytaby kwadratowa gdyby btad mava byto opisa wyrazeniem:

An—i—l = CZ(An)2

2019 jest inna miara btedu, nie jak do tej poryzrica miedzy wartscia otrzymana a doktadna ale
maksymalny btad przykienia.
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Przyktadowo, gdyby: byto réwne 1 to zbienast kwadratowa generowataby ciag

0Szacowa:
1 1 1 1

4 16 256 65536

Widat wyraznie ze algorytm o kwadratowej zt#acsci btyskawicznie zmierza
do rozwiazania. Potwierdzaja to tez masze przyktadyoAign ze str. 84 po pieciu
krokach daje 14 cyfr znaczacych a algorytm o zhi&ci liniowej (dla /7) jak
widat w tabeli 5.5, po 14 krokach daje jedynie 5 cyfr znaczacych.

Dlatego bardzo lubimy algorytmy o zlziecsci kwadratowej. Jednak nie za-
wsze takimi dysponujemy (a doktadniej rzadko takie mamygcvezesto musimy
uzywat algorytmoéw wolniej zbienych.

Warto tez zwrdcit uwage, ze algorytm liniowy czesto jestey w stanie sfor-
mutowat bez wigkszego wysitku, wiec w sytuacjach, kiedy czascabh nie jest
najwazniejszy! stosujemy z powodzeniem te ,wolne” algorytmy.

5.6 Zmiana ukladu pozycyjnego

Petla o nieokrglonej ilosci przebiegéw nie jestaywana tylko do zadania granicy
ciagu czy sumy szeregu. Spotyka sie ja w wielu innych aedd. Jako przyktad
zagadnienia informatycznego paieany zagadnienie przeliczania liczby na inny
ukfad pozycyjny. Mamy mianowicie zamidnliczbe z postaci dziesietnej na pdsta
dwdjkowa (binarna).

Zapis dziesietny liczby jest zapisem pozycyjnym, czyleda cyfra powinna
byt mnazona przez odpowiednia potege podstawy uktadu ( 10 woadhu uktadu
dziesietnego).

12710 =1-10°+2-10" 4+ 7-10°

Analogicznie, w kadym innym uktadzie podobnie rozumie sie zapis pozycyj-

ny cyfr:
2613 =2-8%+6-8' +1-8°

10113 =1-28+0-22 +1-2' 41.2°
Aby znaleZ reprezentacje liczby dziesietnej (bedziemy przy&tad uzywali
127) mana rozumowa nastepujaco: w uktadzie dwdéjkowym liczba ta bedzie re-

prezentowana przez ciag cyfr (zer lub jedyngk)bsbob1by. Nie wiemy z gory ile
tych cyfr bedzie ale musi zachodzi

127 =0, 2"+ by 1-2" 40y 2240y -2V by 20

Warto zauwayc, ze liczba sktadajaca sie z cyf..bsbob1 0 (cyfra zero na ko-
cu) jest zawsze podzielna przez podstawe uktadu, w priypaktadu dwojkowe-
go przez 2. Z tego wynikaze jesli liczba dziesietna, ktéra przeliczamy na uktad

2IRéwniez wtedy, kiedy to nie ta c&¢ algorytmu decyduje o czasie obli¢ze
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dwojkowy jest podzielna przez dwa to wtedy (i tylko wtedyjateia cyfra repre-
zentacji dwojkowepy jest rowna zero.

Skoro nasza liczba (127) nie jest podzielna przez 2 to dyfrausi byt réwna
1. Wtedy mamy:

127 = by 2"+ bp_1 - 2" b 224 by 20 1
a po przeniesieniu 1 na lewa strong musi zactodzi
126 =b, - 2" +by_1- 2" by 2241y - 2}

Je&sli podzielimy teraz obie strony przez 2 (a musza pydzielne) to otrzyma-
my:
63 =0y 2" £ by 12" 24 by 2V by 20
i dochodzimy do zagadnienia rozktadu liczby 63 na postaodjkowa.

Skoro 63 jest nieparzyste to ostatnia cyfra rozwinigci@jiawego (teraz,)
musi by¢ 1. Znowu przenoszac 1 na lewa strone mamy:

62="b,-2" 14 b, 12" 2. +by- 2!
Dzielimy obie strony przez 2 i otrzymujemy:
31=0b,- 2" 24 by -2 Dy 2°

Dojdziemy w kacu do
1=5b,

co kahczy obliczenia.
Mozna to uj& krotko (i niezalenie od uktadu na ktéra przeliczamy):

1. oblicz reszte z dzielenia zadanej liczby przez podstakadu
2. otrzymana reszta jest kolejna (od prawej) cyfra rozpgia

3. od liczby odejmij reszte i wynik podziel przez podstamkgadu, to bedzie
nowa wartéc liczby

4. jesli (nowa) wart&c liczby jest wigksza od zera to wadlo pkt. 1

W zasadzie zarys programu wynika begpmnio z opisanego algorytmu za
wyjatkiem reprezentacji wynikuoCTAVE uzywa liczb w reprezentacji dziesiet-
nef? i trudno zmust ja do operacji na liczbach binarnych.
Tak wiec maemy uzyska binarny zapis liczby jako ciag znakéw (tekst) typu
"10101" , na ktérym mana jedynie przeprowadzaperacje witaciwe dla tekstow
badz sprobowaoszukiwé. Na poczatek zajmiemy sig ta pierwszazingoscia.  {dec2bin.m}

22Dokiadniej toocTAVE komunikuje sie z mytkownikiem w uktadzie dziesietnym a wewnetrznie
obliczenia prowadzi w binarnym.
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liczba=127,

wynik="",

while liczba > 0
reszta=mod(liczba,2); % reszta z dzielenia
cyfra=num2str(reszta);
wynik=strcat(cyfra,wynik);
liczba=(liczba-reszta)/2;

end%while

disp(wynik);

O©CoO~NOOUIA, WN P

Mozna te sprobowa pewnego oszustwa. Obliczamy kolejne cyfry w uktadzie
dwojkowym ale woCTAVE wpisujemy je w uktadzie dziesietnym. Wynik wyglada
{dec2bin-num.m} jak liczba dwojkowa ale operacjd+10 da21 zamiastl01.

liczha=127;

wynik=0;

pozycja=1;

while liczba > 0
reszta=mod(liczba,2); % reszta z dzielenia
cyfra=num2str(reszta);
wynik=cyfra*pozycja+wynik;
pozycja=10*pozycja;
liczba=(liczba-reszta)/2;

end%while

disp(wynik);

RPOOWOLO~NOOUITA WNE

P

5.7 Szeregi funkcyjne

Wiele bardzo wanych, z punktu widzenia praktyki, funkcji jest definiowahy
poprzez tzw. szeregi funkcyjne. Sa to szeregi niéskone, gdzie wyzenie na
n-ty wyraz jest réwnie funkcja zmiennej.

Jednym z najbardziej popularnych jest szereg Tayloragggksli znamy war-
tost funkcji i jej pochodnych w pewnym punkcie mazemy wyliczyc wartdsci
funkcji dla dowolnegor:

N2
f(1>(a)+%f(2)(a)+...+

r—a
1!
oraz jego wersja dla = 0 czyli szereg Maclaurina

f(z) = fla)+

n

_ O ) 2" )
F@)=10)+ D0+ 2 FO0) ..+ 2 O (0) 4.

Jest t& wiele innych szeregéw, claby szereg Fouriera.
Z punktu widzenia matematyki analiza szeregéw funkcyjngst dalece trud-
niejsza od analizy szeregow liczbowych. Z punktu widzen@gpmmowania oba
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zadania wiaciwie niczym sige nie nia. W szeregu funkcyjnym wystepuje dodat-
kowastata?® wartcst wpisana do zmienna;.

{sec:exp}
Funkcja wykfadnicza e® Korzystajac z rozwiniecia funkci” w szereg Maclau-

rina oraz z faktuze dowolna pochodnel’ jest rownig réwnae” mozemy napisa

22 23
e® =¢él —I——e —I——e +—e + ..

1! 3!
skoro z& e® = 1 wigc mamy:
-1 X 1’2 1’3
' =1+3+5r+3+.

CO m@na zapisaw postaci:

oo n

x
T _— — A
“- Z n!
n=0

Jest to niemal identyczne do zadania sumy szeregu, ktomatrgmalsmy
wczesniej za wyjatkiem tegaze wyraza; szeregu jest zakmy odx, czyli mamy
a;(z).

Tym niemniej bedziemy traktowali to zadanie podobnie jagzednio. Majac
na uwadze fakizen! jest funkcja bardzo szybko rosnaca nie aglbezp&rednio
obliczet wyrazua,,. Raczej skorzystamy z rekurenciji i przeksztatcimy wzonpa
do postacia,+1 = f(ay,) co w naszym przypadku daje:

X
Un+1 = — - Qn
n

z warunkiemag = 1.
W zasadzie wzér jest way dla dowolnega:. Jednak ze wzgledéw, o ktérych
pozniej, bedziemy zaktadake nasze: jest nie wieksze od (doktadniejz < ¢). {myexp.m}

1 function y=myexp(x)
2 an=l;

3  n=0;

4 s=1

5 while abs(an) > le-7
6 n=n+1;

7 an=x/n;

8 s=s+an;

9  end%while

10 y=s;

11 end%function

12 myexp(0)

13 myexp(1)

14 myexp(-1)

2w rzeczywistéci jest to zmienna ale w trakcie obliczania sumy jest onamienna czyli tak
jakby byta stata.
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{sec:sin}
Funkcja sin(z). Rozwihmy funkcjesin(x) w szereg Maclaurina w otoczeniu
zera.
T 22 3 xt v
sin(z) = sin(0) + T -sin’(0) + or -sin” (0) + e -sin”(0) + m -sin” " (0) + ...

Poniewa wszystkie parzyste pochodne funkgji(x) daja+sin(z), ktéry w punk-
cie z = 0 znika, wigc wszystkie parzyste cztony rozwinigcia zijgka

. x .y 23 s m z° LV x’ . VII
sin(x) = 77 sin (O)+§ -sin (O)+a -sin (O)+W -sin” 4 (0) + ...
Z kolei wszystkie nieparzyste pochodsie(z) daja+ cos(x). Funkcjacos(z)
w punkciex = 0 jest rowna 1. Cztony zawierajace nieparzyste pochadiner)
daja na zmiane +1 i -1, wiec szereg mna zapisé:
. . X .Z'3 1‘5 .Z'7
Widat tez mazliwo&E rekurencyjnego sformutowania nieparzystych wyrazow

szeregu:
2

a5
nt2 = = S N+ 2)

a =

{mysin.m}

1 function S=mysin(x)
2 an=x

3  S=0;

4 n=l,

5  while abs(an)>1e-9
6 S=S+an;

7 an= -an*x*x/((n+1)*(n+2));
8 n=n+2;

9  end%while

10 end%function

11 mysin(pi/2)

12 mysin(pi)

13 mysin(3*pi/2)

14 mysin(2*pi)

Po uruchomieniu tego programu otrzymamy jako wytiRD00 , -5.2892e-10
-1.00000 , 6.4945e-10

Wyniki wygladaja znakomicie, dla/2 i 37 /2 otrzymalémy 1,0 a dlar i 27
wartdsci mniejsze i 10~ czyli btad jest poriej narzuconej toleranéfi.

24Tolerancj§ narzucamy na wastowyrazu a nie na warfé sumy, wiec toze réwnieg cata suma
jest z podobnym btedem jest bardzo dobrym wynikiem.
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Jednak gdybymy obliczyli wart&t mysin(11*pi)  to uzyskalibysmy wynik
-0.008077 . Jest to ewidentnie wynik btedny, gay 17 to 5- 27 + 7. Ze wzgledu
na okresowet funkcji sin(z) dowolna wielokrotnéc 27 daje (powinna daw@
zero a jak widziebmy dlar nasza funkcja dziatata prawidtowo.

Nie jest to btad programu czy sformutowania. Jest to zndwatiek skaczonej
reprezentacji liczb. Dla stosunkowozij wartccix (117 = 34) kilka pierwszych
wyrazow jest d&¢ duze co do bezwzglednej wadoi a dopiero potem gwattownie
malej&®. Przy czym te dize wyrazy sa odejmowane. Moa prosto pokazaze
najwieksze btedy zwiazane z zaokraglaniem sa poae#przy odejmowaniu. Tak
wiec w tym przypadku jest to efekt, ktdry zawsze pojawisizy odejmowaniu wy-
razéw podobnej wielk&ci. Analogiczny efekt mma obserwow@przy obliczaniu
— nasza funkcja® (por. str. 93 ) — dla dzych ujemnych wartsci z (np. —20).

Mozna w tym momencie stwierdzize komputer jest mato wiarygodnym na-
rzedziem, gdg nie potrafi prawidtowo obliczysin(117) i mozna przestago wy-
wac.

Mozna te przyje& do wiadom@&ci, ze ma swoje stabe strony i, wiedzac kiedy
one sie ujawniaja, tak organizowabliczenia aby w jak najmniejszym stopniu
wptywato to na wynik. W nastepnych rozdziatach ppémany jak poprzez proste
zmiany w organizacji programu ana zmodyfikowa nasza funkcje aby dawata
dobre wyniki dla dowolnie dzych wart&ci .

5.8 Znaczenie w irzynierii

Nie od rzeczy bedzie wspomitieze dwa zadania, granica ciagu i suma szeregu,
pokazane w tym rozdziale sa jednymi z napniejszych w izynierii.

Dla wigksz&ci zada inzynierskich nie mamy danego rozwiazasastego. W
zupetnéci, do celéw praktycznych, wystarczaja nam przzdsiia.

Wieksz@&t metod poszukiwania rozwiazania opiera sie na jednym i, ae-
zbyt ré&niacych sie schematow. Albo mamy dane pewne przghle poczatko-
we i umiemy znaleZ poprawke, ktéra da lepsze przyahie, czyli w kategoriach
abstrakcyjnych mamy rozwiazani&, oraz umiemy znalé€z poprawkeAS;. Po
uwzglednieniu poprawki mamy lepsze rozwiazafie= Sy + AS;. Teraz znowu
mozemy znalez poprawkeAS; a w rezultacie uzyskujemy kolejne przyignie
Sy = S1+ ASs. Jeli to zapiszemy w postaci jednego réwnania to mamy:

S=5S)+AS;+ASy+AS3+AS + ...

tatwo w tym rozpozna sume nieskaczonego szeregu. | fatwazteSwiadome so-
bie, ze tak jak w praktyce nie poprawiamy w nieskaondc, tak i w zadaniu, kt6-
re umownie nazywamy obliczeniem szeregu niészonego urywamy sumowanie
po skarczonej liczbie sktadnikéw, kiedy uznange wynik nas satysfakcjonuie.

25Gdy'z funkcjan!, ktéra jest w mianowniku &nie znacznie szybciejni:? ktéra jest w liczniku.
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Zupetnie analogicznie wyglada drugi schemat. Mamy dakie§arzyblizenie
go 1 potrafimy go poprawd otrzymujac lepsze przylnie g, itd. tatwo w tym
rozpozna granice ciagu przylten rozwiazania:

g= lm g,

Znowu, niepraktyczne bytoby szukanie w nieSkmon&c. Szukamy, a znajdzie-
my dostatecznie dobre (cokolwiek miatoby to zna@zgrzyblizenie. Czyli tak jak
w programie, urywamy po pewnej liczbie wyrazow.

W zasadzie rdnica pomiedzy oboma schematami sprowadza sie do tego, cz
latwiej jest znalez poprawke czy tatwiej jest znalezvprost lepsze przyldenie.

W kategoriach matematyki jest to trudno roznéalne ale naley podkrelic,
ze te schematy postepowania sa daleko ogélniejsze. Nadane poszukiwany
wynik musi by liczba czy jakakolwiek wielkscia policzalna. Projekt skompli-
kowanego obiektu, diego mostu czy samolotu,z@owstaje w podobny sposob.
Formutujemy pewna koncepcje wstepna. PoprawiamP@avstaje pierwsza wer-
sja projektu. Kolejne zmiany i kolejne wersje dojdziemy do wnioskuze dalej
sie nie da poprawilub nie mato sensu (np. ekonomicznego). O il&scmprawek
na pewno jest policzalna (np. sW&EE) o tyle niektére, takie jak estetyka, ekologia
itp., nie daja sie waden sposoéb przeliczy

O ile zada nie dajacych sige wyraziw liczbach (czy innych kategoriach mie-
rzalnych) nie da sie oprogramo@eo tyle te schematy pojawiaja sie wyjatkowo
czesto we wszelkich mierzalnych zagadnieniactyierii. Umiejetn&t ich roz-
poznania i oprogramowania @ decydowa o jakdsci wyniku. Irzynier, ktéry
bedzie w stanie zobaczyaki schemat w zadaniu do rozwiazania a nastepnie go
oprogramowé&?® bedzie w stanie efektywnie znatetbzwiazanie najlepsze z mo
liwych. Inzynier, ktéry nie zauway schematu bedzie skazany na metode préb i
btedéw. Irzynier, ktéry zauway schemat ale nie bedzie w stanie go sformufowa
w kategoriach algorytmu ugrzeznie w rachunkach.

5.9 Cwiczenia

1. Uzytkownik wpisuje z klawiatury kolejne liczby mhie od zera. Wpisanie
wartcsci zero oznacza koniec danych. Napigaogram, ktéry znajdzie naj-
wieksza z wpisanych przezytkownika liczb.

2. Dla zadania jak zad. 1 napésprogram, ktéry oblicz&rednia liczb z klawia-
tury.

3. Dla zadania jak zad. 1 napésarogram, ktory oblicz&redniakwadratow
liczb z klawiatury.

26Njekoniecznie osoBcie, réwnie wana jest umiejetri wyttumaczenia problemu prograsaie,
ktéry o naprgeniach wie tyle co o krasnoludkach, natomiast co to jeia jpenieokrélonej liczbie
przebiegéw to wie ja od przedszkola.
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10.
11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

Dla zadania jak zad. 1 uzasatinze w ramach dotychczasowej wiedzy o
OCTAVE hie da sig napigaprogramy znajdujacego mediane.

Znalek ktéry, najwiekszy wyraz ciagu Fibonacciego, jest msrgjod 1000.
Fo=1,F=1F,4=F+F, .

Napis& program, ktory oblicza (szacuje) wasbazera maszynowego.

Napis& funkcje, ktéra zwraca pierwsza cyfre znaczaca licBmymoc mae
wykorzystanie funkcjmod() .

Napis& funkcjefpow , ktora oblicza wartst =" dla utamkowej potegh €
(—1,1). Warto wykorzysté rozwiniecie funkcji potegowej w szereg Taylora
w otoczeniu 1.

Napis& funkcje:dec2oct przeliczajaca z uktadu dziesietnego na 6semkowy
i dec2hex odpowiednio na szestnastkowy.

Napisé program, ktory obliczy granice ciadim,, ..(1+2/n)"

Napisé& program, ktéry znajduje sume szergu znakozmiennegay&tajac
zeSredniej kolejnych wyrazéw, jak na rys. 5.1.

Dostosowa program do obliczania pierwiastka trzeciego stopnia ze38t
dla liczbp < 1. Na tej podstawie napiéaversje uniwersalna dziatajaca za-
rowno dlap < 1 jak i dlap > 1.

Poréwna tempo zbiendsci przy obliczaniwe dla ciagulim,, .o (14+1/n)"
i szeregu Maclaurina(= 1).

Napis& program, ktéry oblicza @hice dwu katéw. Sprawdzidlar i 5.

Napisé& program obliczajacy rozwiniecie analogicznie jak program ze
str. 88, korzystajac gin(7) = 0. Przyj& przedziat poczatkowy [3,4]. Wyko-
rzyste, ze tym przedziale dla < 7 wartcst sin(x) > 0 a dlax > 7 wartost
sin(z) < 0.

Napisé& program obliczajacy NWD, czyli Najwiekszy WspdIny Diriix,
korzystajac z algorytmu Euklidesa.

Sporzadxi tablice wart&ci funkcji mysin (str. 94) od & do 100r co /2.
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